Corrigé du baccalauréat blanc 2016

EXERCICE 1
Partie A

1. La situation peut étre représentée par I'arbre pondéré suivant.

0,98
098

0,1 _
/ W T

2. D’aprés l'arbre, P(M NT) = 0,1 x 0,98 soit ’P(M NT) = 0,098 ‘

3. D’aprés arbre, P(T) = 0,1 x 0,98 + 0,9 x 0,01 = 0,098 + 0,009 soit \P(T) = 0,107 \

P(MNT) 0,098

4. On cherche Pr(M). Or, par définition, Pr(M) = PT) 0107

soit | Pr(M) = 0,916 |

Partie B

1. La situation peut étre représentée par I'arbre pondéré suivant.

098

D’aprés l'arbre, P(T) = p x 0,98 4+ (1 — p) x 0,01 = 0,97p + 0,01. Dés lors,

P(MNT)  px098 0,98px 100

)= PriM) = =5 = §97p+ 001~ (0.97p+ 0,01) x 100

98p
97p+ 1|

2. Le test est fiable si et seulement si f(p) > 0,95. Or, comme 97p + 1 > 0,

soit, finalement, | f(p) =

98
f(p) 20,9 < 97 i > 0,95 < 98p > 0,95(97p + 1) < 98p > 92,15p + 0,95
p
0,95 17
/’ >7’
& 5,85p 2095 < p 5,85@]9_119

On en déduit que |le test est fiable lorsque p est supérieur a environ 0,16 |.

Partie C



1. Choisir une personne au hasard constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre 0,15 en prenant
comme succes « la personne est atteinte par le virus ». Puisqu’on assimile le choix de 100
personnes au hasard & un tirage avec remise, ce choix revient a répéter 100 fois cette épreuve de
Bernoulli de fagon indépendante : cela constitue un schéma de Bernoulli. On en déduit que la
variable aléatoire X qui compte le nombre de succés suit une loi binomiale de paramétre 100 et
0,15.

2. A Paide de la calculatrice, on trouve P(X = 10) ~ 0,04.

3. A l'aide de la calculatrice, on trouve P(X < 15) ~ 0,57.

EXERCICE 2 (spécialité)
Partie A
1. u1 =5x04+1=1,us=5x14+1=6¢et ug=5x6+1=31. Comme —dug +uz = 1, d’aprés le
théoréme de Bézout, ‘PGCD(ug, uz) =1 ‘
2. Soit n € N. Alors, par définition, u,1+1 = duy, + 1 donc upy1 — duy, = 1. Dés lors, d’aprés le
théoréme de Bézout, ‘un et un+1 sont premiers entre eux ‘

3. Soit la proposition P, : « 4u, = 5" —1» pour n € N.
Comme 5° — 1 =1 —1 = 0 = 4ug, la proposition Py est vraie.
Supposons que P soit vraie pour un certain k € N.
Alors, dupy1 = 4(5up +1) = 5(dug) +4 =505 —1) +4 =5 x5 =5+ 4 =51 — 1 donc Pyyy
est vraie.

On a donc démontré par récurrence que, ‘pour tout n € N, up, =5" -1 ‘
4. Soit n € N. PGCD(5"! — 1,5" — 1) = PGCD(4uy, 11, 4u,) = 4PGCD(uy. 1, uy,). Or, d’aprés la
question 2, PGCD(uy11,u,) = 1 donc |PGCD(5" ! —1,5" — 1) = 4|,

Partie B

1. a. Etant donné que o™t = a” x q,

(an+1_1)X1+(an_1)X(_a):an+1_1_an+1+a:a—1

donc ‘le couple (u;v) = (1;—a) convient ‘
b. Soit k € N. Comme a =1+ (a—1),a=1[a —1] donc a* =1¥ [a — 1] i.e. a* =1 [a — 1] et

donc a¥ —1 =0 [a — 1]. Par conséquent, | pour tout k € N, a — 1 divise a* — 1|,

c. Soit n € N. On déduit de la question précédente que a — 1 divise a® — 1 et a™+! — 1 et alors,

par théoréme, la question 1.a. assure que | PGCD(a"*! —1,a" —1) =a — 1|

2. a. Par définition, d divise a™ — 1 donc a™ — 1 =0 [d] et ainsi [ =1 [d] | On justifie de méme

b. Comme m et n sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout assure ’existence de deux
entiers u et v tels que mu + nv = 1.
Si m = 0 alors nv = 1 donc, comme n > 0, v > 0. Ainsi, en posant s = 0 et t = v, on a bien
deux entiers naturels tels que nt = 1 + ms.
De méme, si n = 0 alors mu = 1 et on peut poser s = u et t =0 et alors ms = 1 4 nt.
Supposons & présent que m > letn > 1. Siu > 0et v >0 alorsu > 1et v > 1 donc
mu+nv 2 m+n 2= 2 ce qui est absurde puisque nu + nv = 1. De méme, si u <0 et v <0
alors mu + nv < —m —n < 0. Ainsi, u et v sont de signe contraire. Si v > 0 et v < 0, on
pose s=uett=—-vcequidonnems=1+ntetsiu<0etv>0,onposes=—-uett=wv
ce qui donne nt = 1 + ms.
Ainsi, dans tous les cas, il existe des entiers naturels ¢t et s tels que ms = 1 +ntount = 1 + ms.




c. Supposons qu'il existe deux entiers naturels ¢ et s tels que ms = 1 + nt. Alors, a™* = o't
Or,a™ = (a™)*=1°[d =1 [d et a' =ax (a®)" = ax 1" [d] = a [d]. On en déduit
donc que a = 1 [d]. Le raisonnement est analogue si nt = 1 4+ ms. Ainsi, dans tous les cas,
a—1=0 [d] donc d divise a — 1. Or, d’apreés la question 1.b, a — 1 divise a” — 1 et " — 1

donc a — 1 divise d. Comme d > 0 et a — 1 > 0, on conclut que .

EXERCICE 2 (spécifique)
Partie A

1. z1:(1+i)(\/§—i):\/§—i—|—i\/§+1soit‘zlzx/g—i—l—i—i(\/g—l)‘.
2. 20| = V3 £ (=1)2 = 2 et 2z = 2 (ﬁ—1i> - 2(cos (—%) +isin (—%)) Dés lors,

2 2

~—

s
6

z0:2ei(
Par ailleurs, |1 +i| = V12 +12=+2et 1 +i= f( +1> = \/ﬁ(cos <%) +isin (%))

donc|1+1= \/561% .

On en déduit que z; = Qei(_%) X \@ei% = Qﬁei(_%"'%) soit | 21 = 2\/§ei(1l2) .

3. On déduit des questions précédentes que
=V3+1+i(vV3-1)= 2v2ei(2) = 2v/2 [cos (%) +isin (17;)} .
En identifiant les parties réelles, on en déduit que
3+1 3+1)v2
2\@COS< ) V341 soit COS(Tr) V34 :(\f—i_ 2)\[
12 2\/§ 2\/5
. m V6 +12
ce qui donne finalement | cos (—) = —|
12 4
Partie B
1. Uug = ‘Z()’ = 2.
2. Soit n € N. Alors,
Unt1 = [2nt1] = [(1 +1)zn| = [1 +i] |2,] = V2uy,.
Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison /2 et de premier terme ug = 2.
3. On en déduit que, pour tout n € N, u,, = ug x (v/2)" c’est-a-dire | u, = 2(v/2)"
4. Comme v/2 > 1, lim (v/2)" = +oc et donc| lim wu, = +o0|.
n—+00 n—+o00
5.

Variables : u est un réel
p est un réel
n est un entier
Initialisation : Affecter & n la valeur 0
Affecter & u la valeur 2
Entrée : Demander la valeur de p
Traitement : Tant que u < p
u prend la valeur uv2
n prend la valeur n + 1
Fin Tant que
Sortie : Afficher n




EXERCICE 3
Partie A

1.

lim —z=4ooet lim eX =400 donc, par composition, lim e % = +oo. Par différence,
T—>—00 X —+o0 T——00

IEIPoog(x) -

lim —z = —oco et lim eX = 0 donc, par composition, lim e™®

T—>+00 X——00 T—+00

lim g(z)=1|

T—+00

= 0. Par différence,

On déduit de cette derniére limite que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la
courbe C4 au voisinage de +o0.

2. La fonction g est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables et, pour
tout réel z, ¢’(z) = —(—e™*) = e~*. Or, la fonction exp est a valeur strictement positives donc,
pour tout réel z, ¢’(x) > 0. Ainsi, ‘la fonction g est strictement croissante sur R |.

3. a. Soit z € R. Alors,

ZT X 2 Z 2 €T €T xT 2 €T 2 0 2
<e§ —e_ﬁ) = (65> —2xe2e 2 4+ (e_§> =e27% — 2" 47 2%
x x 2
et donc, finalement, comme e = 1, (ei — 6_5) =e¥ —e T 2|
b. Soit x € R. Alors, f(z) —g(z) =e¢* — (1 —e ) =e¥ —e™® — 1. Or, d’aprés la question 3.a,
et —e7? = (e% - e_g) + 2 donc
flx)—g(z) = <e§ - e_i) +2-1= (65 - e_f) + 1
Etant donné que le carré d’un réel est un nombre positif, on en déduit que ’ fz)—g(x)>1 ‘
Il s’ensuit que I'écart entre Cy et C,; en un point d’abscisse  donnée est toujours supérieur
ou égal a 1.
Partie B
1. a. Pour tout réel z, p(z) = 2xe” — 2e” + 1. Or, par théorémes, lim ze” = lim e* =0 donc,
T——00 T——00
par somme, | lim ¢(z) =1/
T—r—00
lim 2(z —1) =400 et lim e* = +o0 donc, par produit, lim 2(z — 1)e* = 400 et ainsi,
T—r+00 T—00 r——+00
par somme, | lim ¢(z) = +oo|.
r—r—+00

b. La fonction ¢ est dérivable sur R par produit et somme de fonctions dérivables et, pour tout
réel x,
¢ (x) = 26" +2(x — 1)e” = [1 + (x — 1)] x 26" = 226",

Comme la fonction exp est & valeurs strictement positives, le signe de ¢'(z) est le signe de x.
Ainsi, ‘ap’(:c) <0size]-00;0[ ¢(z)>0sizel0;+o0]et ¢'(0)=0

c. On en déduit le tableau de variation suivant.



Signe de ¢'(z) — 0 +

Variation de ¢

—1

2. a. Sur intervalle |—o00; 0], la fonction ¢ est continue car dérivable et strictement décroissante.
De plus, ;EEIEIOO p(r) =1 et xllgloo ¢(xr) = —1 donc 0 € LEI}JOO (p(w);mll)llloo e(x)|. On

déduit alors du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe un unique réel
a € ]—00;0] tel que p(a) = 0.

b. A l'aide de la calculatrice, on trouve .

c. Notons T la tangente a Cy au point E et T} la tangente a C, au point F.
Une équation de Ty est y = f'(a)(z— )+ f(o) Le. y = e*(z— ) +e* soit y = e*x — (@ —1)e*.
De méme, une équation de T est y = ¢/(a)(z—(—a))+g(a) i.e.y = e (z+a)+1—e~ (=)
soit y = e%x + (v — 1)e* + 1.
Or, p(a) =0 donec 2(av — 1)e* +1 =0 donc (@ — 1)e* + 1 = —(a — 1)e®. Ainsi, pour tout
réel z, e®r — (a — 1)e* = e“x + (a — 1)e* + 1 donc Ty = Ty. Or, par définition, T passe par
E, T, passe par F et E # F car o # 0 donc Ty = T, = (EF).

On conclut donc que |la droite (EF) est une tangente commune aux deux courbes Cy et Cq |.

EXERCICE 4
Partie A
1. Soit x € R. Alors,

e2z -1 _ (e2a: _ 1)6—1 - et _ 7% - em(l o 6—233) . 1— e—Qz

= = = = X ——.
e? +1 (e 4+ 1)e=* 1+e® l+e® 1+e®
L’affirmation est VRAIE.
2. A Daide de la calculatrice, on trouve que e2*(=3) 4+ 2¢73 — 3 ~ 2.9 donc —3 n’est pas solution de
e?® 4+ 2¢* —3 = 0.
L’affirmation est FAUSSE.

3. lim (1—2z)=—ocet lim e¥ =400 donc, par produit, lim (
T—+00 T—r+00 T—+00

quotient, on en déduit que lirf f(x) = 0 donc la droite d’équation y = 0 est asymptote a la
T—r—+00

1—2z)=(1—-2x)e* = —c0. Par

courbe C au voisinage de +oo.
lim(1—z) =07 et lim1 e’ = e > 0 donc, par produit, lirrﬁ(l — x)e” = 07. Par quotient, on en
T— T—

z—1

<1 <1

déduit que lim1 f(z) = 400 donc la droite d’équation z = 1 est asymptote a la courbe C.
T—
<l

L’affirmation est VRAIE.

Partie B



4. Réponse b).

Ul

!/
2Vu u

1
En effet, g = T avec u : x — x2+1 donc g = — — . Ainsi, pour tout réel z, ¢'(z) =
U

N 2u\/u
2z T

= — et donc, en multipliant numérateur et dénominateur

Va2 122 +1) ViRt 1(a?+1)
v +1 Va2 +1

par vVz2 + 1, on obtient, pour tout réel z, ¢'(z) = — = .
x? + 12(m2 +1) (% +1)2

5. Réponse b).

En effet, une équation de la tangente T' cherchée est y = h'(1)(xz — 1) + h(1). Or, pour tout réel
—2e"(x+1) +2e* x 1 —2e” —2e e —2e

n = = d W(l)=— =—=et h(l) = — = —e.

z, W(z) (z +1)2 g done ) == 5 th(l) == ¢

Ainsi, une équation de T est y = —g(:c — 1) — e clest-a-dire y = —5(6 +1).

6. Réponse b).

En effet, le plan (IEC) est le plan (EAC). Or, l'intersection de (EAC) avec le plan (ABC) est
la droite (AC). Comme J n’appartient pas a (AC) et mais appartient au plan (ABC), on en
déduit que J n’appartient pas au plan (EAC)=(IEC). Ainsi, les droites (I1J) et (EC) ne sont pas
coplanaires.



