Corrigé du devoir surveillé
de mathématiques du 07/01/17

EXERCICE 1

1. a. Remarquons que (E) a un sens si et seulement si z # 0. De plus, pour tout complexe

2z #0,

Bl =z-122-2+1=0.

Le discriminant du trinéme 2z — 2+ 1 est A = (=1)2 =4 x 1 x 1 = —3 < 0 donc
I'équation 22 — z + 1 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :

~(-)-iv3_1 VB __ 1.8

21 2 % 1 5 12 e 29 1 +1

Comme aucun de ces nombres n’est nul, on conclut que ’ensemble des solutions de

(E) dans C est {1 —i\/?g,%—l—ié}

2 2

1
b. Sia est solution de (E) alors 21 = 1—— = a = zp et donc, de méme, 2o = 1—— = a = z
a a

et ainsi, pour tout n € N, z, = 27 donc | (z,) est constante |.

2. a. Sia=1alors

1
=1—-=1+i
1

1 1 1 1—1i 1+1,
pr— —_ fr— —_ = — —1
2 111 2 22
1 2 21 —1) |
Z3:1_ﬁ:1_ :1— =1
§+§l 1+1 2

Comme z3 = zp, on en déduit que z4 = 21, 25 = 25 et 25 = 23.

b. A partir des résultats donnés par I’énoncé, on peut conjecturer que la suite (2,) est
périodique de période 3 c’est-a-dire que, pour tout n € N, 2,13 = z,.

c. Par définition,

1 1 1 . 11—z, -1 1
Zn+2:1_ =1- 1 =1- 71:1— i :Z i = = X
Zna1 1—= o zp — 1 Zn — 1 zn—1 1=z,
1
Par suite, z,43 =1— —— =1— (1 — 2,) donc .
1—zn

d. Ainsi, d’aprés le résultat de la question précédente, (z,) est bien périodique de période
3 donc la suite (z3,) est constante car, pour tout n € N, 234,41) = 23543 = 23,. Dés

lors, pour tout n € N, 23, = 2340 = 20 = 1 +1i. Or, 2016 = 3 x 672 donc .



EXERCICE 2

Partie A. — Etude d’une fonction auxiliaire
1. Comme ¢ est une fonction polynéme, lim g(z) = lim 2® = +oo et lim g(x) =
T—r+00 T—r+00 T—r—00
lim 23 = -0
T—r—00
2. Comme g est une fonction polynoéme, elle est dérivable sur R et, pour tout = € R,

5.

g (x) =322 -3 =3(2?—-1) =3(x — 1)(z + 1). Ainsi, ¢’(z) est un trinéme du second
degré dont les racines sont 1 et —1 et dont le coefficient dominant est 3 > 0. On en déduit
que ¢'(z) = 0 pour tout = € |—o0; —1] U [1; 400 et ¢'(x) < 0 pour tout = € [—1;1].
Comme ¢’ ne s’annule qu’en 1 et —1, on conclut que g est strictement croissante sur
]—o0; —1], strictement décroissante sur [—1; 1] et strictement croissante sur [1; 4o0].

. On aboutit donc au tableau suivant.

T —00 —1 1 a +0o0

-2
Variations / \ 0 /
de g /
—00 —6

Sur U'intervalle | —oc ; 1], le maximum de g est —2 donc, pour tout = € |—o0; 1], g(z) < —2
et en particulier g(x) # 0. Ainsi, I’équation g(z) = 0 n’a pas de solution dans |—oo; 1].

+00

Sur l'intervalle [1;4o00], la fonction g est continue car dérivable et strictement croissante.
De plus, g(1) = —6 et limg = 400 donc 0 € [g(l) ;lJirmg [ On déduit alors du corollaire

du théoréme des valeurs intermédiaires que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution
a dans l'intervalle [1; 4o0].

Finalement, on conclut que |« est I'unique solution de g(x) = 0 dans R |.

Comme ¢ est croissante sur [1;+oo[, g(z) < 0siz € [l;a] et g(x) > 0siz € [a;+00].
Comme, par ailleurs, g(z) < 0 pour tout x < 1, on conclut que g(x) < 0 pour tout
x € |—00;al et g(x) = 0 pour tout = € [a; +00.

A T’aide de la calculatrice, on trouve que [ ~ 2,196 |.

Partie B. — Etude de la fonction f

1.

3

Comme f est une fonction rationnelle, lim f(z) = lim — = lim =z donc|lim f = +oc0|.
r——+00 r—+00 I Tr——+00 +oo
23
De méme, lim f(z) = lim — = lim z donc |lim f = —oo|.
T——00 z——00 2 T——00 —0o0
. D’une part, lin% x® 4+ 222 = 3. D’autre part, lin% 22 —1 =0 et, on a vu dans la question
T— T—

2 de la partie A que si z > 1 alors 2> — 1 > 0 et si # € [—~1;1] alors 2> — 1 < 0. Ainsi,

lim 22 — 1 = 0% donc, par quotient, que lirq f(z) = +oo| et limz? — 1 = 0~ donc, par
T—r

z—1 z—1
z>1 z>1 <1
quotient, que |lim f(z) = —o0

z—1

<1

On en déduit que la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe €.



3. La fonction f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur D et, pour tout

r €D,
() (322 4+ 4x)(2? — 1) — (2® + 22%)(22) 3z — 32? + 423 — 4z — (22 + 423)
xr) = =
(? —1)? (% —1)?
et =32 —dr (2 —3x—4)
(@2-12 (a2 -1)?
b AT / zg(x) 2 2 / :
c’est-a~dire | f'(z) = o Comme (z° —1)? > 0 pour tout x € D, f'(x) est du signe
x —
de zg(x) pour tout z € D. On peut alors dresser le tableau de signe suivant.
T —00 -1 0 1 « 400
signe B B n n n
de x
signe
de g(x) B B B B +
signe n " B _ n
de f'(z)

4. On aboutit finalement au tableau de variation suivant.

x —00 —1 0 1 o +00
signe _ _ n
de f'(x) " "
+00 0 +00 400
Variations
de f
—00 —00 —00 f (04)
Partie C. — Ecart entre deux courbes

1. Pour tout z € D,

3 + 227 34227 — (2 = 1) (x+2) 2422 — (2 + 222 — 1 —2
oy B (= D(a+2) ( )
x? — x?—1 x?—1

. r+2 .. . : .

soit e(r) = — T Ainsi, la fonction e : x — e(x) est une fonction rationnelle donc
x p—
1
lim e(z) = lim % = lim — donc| lim e(x)=0|

Tr—+00 r—+00 I r——+00 I T—+00

On en déduit que I'écart entre la courbe €% et la droite d tend vers 0 i.e. que ces deux
courbes devient infiniment proche au voisinage de +oo. (On dit que d est asymptote
oblique & € au voisinage de +00.)



2. Pour tout x > 1, 22 — 1 > 0 donc

T+ 2

e(z) <107 & 10 1<1@10x+20<x2—1@x2—10x—2120.

xr2 —

Le discriminant du trinéme 2% — 10z — 21 est A = (=10)*> —4 x 1 x (=21) =184 > 0
donc ce trindme admet 2 racines réelles :
—(~10) — /184 | —(~10) + /181

~—1.8 _ ~ 118,
2% 1 ’ 2 2% 1 ’

r1 =

Comme a = 1 > 0, on en déduit que, pour tout réel z, 22 — 10z — 21 > 0 si et seulement
si 2 € ]—00; 1] U [xy; +oo[. Ainsi, le plus petit entier n tel que e(n) < 107" est [n = 12].

EXERCICE 3 — OBLIGATOIRE

1. a. On sait que le technicien vient la premiére semaine donc p; = 1.

b. Etant donné que F; est un événement certain, py = P(Ey) = P, (E,) = 0,75. On a
donc l'arbre suivant :

0,75 R
E2 / 3
0,75 _
/ 0,\25 E3
0,1
2
05T B

donc p3 = P(FE3) = 0,75 x 0,75 4+ 0,25 x 0,1 soit | p3 = 0,5875|.

c. On cherche Pg,(Es). Or,

P(E;NEs) 0,75 % 0,75

P, (E») = —
s (E2) P(E5) 0,5875
45
donc | Pg,(Ey) = 7|
2. a
0,75 E,
B
Pn n\
/ 0725 En—i—l
01 E,
%—/ i
TL\
0,9 Eni1

b. Soit n € N*. D’aprés ’arbre,

Pn+1 = P(EnJrl) = 0775pn + 071(1 - pn) = 0775pn + 071 - Oalpn

donc | p,4+1 = 0,65p,, + 0,1 ‘




c. Soit n € N*. Alors,

2 2 13 13 13 13 20 13 2
Un+1 an+1—? = 0765pn+071_? = ?Opn_% ~ 9 (pn 70 X 1—3> =9 (pn - §)
13 o S .13 :
donc u,y1 = 2—Oun Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison 20 et de premier
terme u; = p; — g = §
T 7

513\ 2
d. On en déduit que, |pour tout n € N*, u,, = - (—) et, comme p, = u, + -,

20 7
out . 5 (13\"" 2
r ’]’L__ — — .
pour tout n € N7, pn = = { 5 7

13 13\ _ , 2
e. Comme —1 < 20 <1, lim 20 = 0 donc, par produit et somme,| lim p, = -

n—+400 n—+400

2
3. Le nombre J affiché en sortie est le plus petit entier n tel que p, < = + 107X i.e., puisque

la suite est décroissante, le premier rang n a partir duquel 1’écart entre p,, et sa limite est
strictement inférieur & 107K,

EXERCICE 3 — SPECIALITE
1. Par définition, u; = bug — 4vg = 5 et v; = 2uy — vy = 2.
2. Soit n € N. Alors,

A Ung1\  [Oun, —4vy,\ (D =4\ [un)
Xni1 = (Un+1) B <2un —vn) o (2 -1/ \v,/) AX,
5 —4
en posant | A = (2 _1) )

3. a. Al’aide de la calculatrice, on trouve| B+ C = I, B2 =B, C? =C et BC = CB = 0, |.

b. On a
B43C— (—1+3><2 2+3><(—2)) _ (5 —4)

—14+3x1 24+3x(-1) 2 -1
et, ainsi, B+ 3C = A.
4. a. Considérons la proposition @, : « A" = B + 3"C' » pour tout n € N. Comme

B+3°C =B+ C =1, =A% Qo est vraie. Supposons que @}, soit vraie pour un
certain k € N. Alors, d’aprés les résultats de la question 3,

AR = A*A = (B +3"C)(B +3C) = B>+ 3BC + 3*CB + 3*'C? = B + 3*'C

donc Qi1 est vraie et on a prouvé par récurrence que, ‘ pour tout n € N, A" = B+ 3"C ‘
b. Pour tout n € N,

T n (=1 4+2x3" 2-2x3"\ (1|  [—1+2x3"

Ainsi,‘pour tout n € N u, =2x3"—1et Un:3"—1‘.




c. Comme 3 > 1, lim 3" = +o0 et ainsi, par somme, | lim u, = +o0|.
n——+00 n—-+00

5. L’algorithme proposé est un algorithme de seuil. L’entier N affiché en sortie est le plus
petit entier n tel que u,, > M.

6. a. Comme det A = 3 # 0, la matrice A est inversible. De plus, comme A et A~!
commutent, A"(A™1)" = (AA™1)" = [' = I, donc A" est inversible et (A")™! =
(A=Hm.

b. Soit 7, et s, deux réels. Alors,
A"(r,B+s,0) = (B+3"C)(r,B+s,C) = r,B*+s,BC+3"C B+3"5,C* = r,B+3"s, B.
Or, on a vu que B + C' = I, donc, pour que A™(r, B + s,C) = I, il suffit que r,, = 1
et 3"s, =1lie.r,=1ets, = T On conclut que (A")™! = B + 3—nC donc il existe
bien des réels r, et t, tels que (A")~! =r,B + s,C.

EXERCICE 4

1. Réponse B) ou ¢)

-1 1 —1 1
En effet, pour tout n € N, —— < u,, < . Or, lim = lim =0
n+1 n+1 n—+oon + 1 n—+oon 4+ 1
donc, d’apreés le théoreme d’encadrement, lirf u, = 0|
n—-—+0oo

2. Réponse C) ou f)

2n 3" 2\" 3\" 2 3
En effet tout n €N, v, = — + > = (= 2. 1< <2<,
n effet, pour tout n € N, v 5n+5n <5> +(5) Comme <5<5<

2 n n
lim (=) = lim 3 = 0 donc, par somme, | lim v, =0
n—-4o00 5 n—4o0o 5 n—4o0o

3. Réponse D) ou k)
Soit u : & — 22+ a. La fonction u est dérivable et strictement positive sur R donc g = \/u
est dérivable sur R. De plus, pour tout = € R, v/(z) = 2z donc

u'(x) 2z T

glz) = 2 /u(x) N 2¢/u(z) - VaZ+a

4. Réponse C) ou p)
Soit v : x — 22 + 1. La fonction v est dérivable et non nulle sur R donc h est dérivable
sur R et, pour tout x € R,

V() 2x —4x
h(z) = -2 = -2 X = .
(z) v(x)3 (x241)3  (2241)3
. —4 x (=1) 1 —4x1 1 .
AAIHSI7 h,(—]_) = m = 5 et h/(]_) = m = —§ Par allleurs, h<—1) =
1 1 1 3
h(1) = 1 donc I'équation réduite de 71 est y = 5(.% +1)+ 1-3% + 1 et I’équation
1 1 1 3
réduite de T} est y = —5(23 —1)+ 1= %ty
Comme T ; et T} n’ont pas le méme coefficient directeur, elles sont sécantes. De plus,
1 3 3 1 3
on constate que — x 0 + 1-1- 3 x 0+ 1 donc T et T} sont sécantes au point de

3
coordonnées (O ; Z) .



