Corrigé du devoir surveillé du 09/12/17

EXERCICE 1

Partie A

1. Voir le cours.

2. Notons A : « Le client gagne au grattage » et B : « Le client gagne au tirage ». D’aprés
I'énoncé, P(A) = 0,05, P(B) = 0,001 et les événements A et B sont indépendants donc
P(AN B)= P(A)P(B) = 0,00005. On en déduit que la probabilité que le client gagne
de largent a ce jeu est P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B) = 0,05+ 0,001 — 0,00005
ie.|P(AU B) = 0,05095|.

Partie B

1. L’affirmation 1 est VRAIE.
En effet, si on écrit z sous forme algébrique z = z + iy alors 2z = 22 + y? donc un point
M d’affixe z = z + iy appartient & € si et seulement si 22 + y? = 4, et ceci est ’équation
du cercle de centre l'origine O du repére et de rayon 2.

2. Laffirmation 2 est VRAIE.

En effet, pour tout complexe z # 0,
(Yo 2+l=z2&22-2+1=0.

Or, le discriminant de 22 — 2+ 1 est A = (—1)> —4 x 1 x 1 = —3 < 0 donc ce trindme a
deux racines complexes conjuguées :

~(-D-iV3_1-iv3_1 V3 _ 1.8
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3. Laffirmation 3 est FAUSSE.

En effet, tirer une boule dans I'urne constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre
p= % = % en prenant comme succeés « obtenir un nombre supérieur ou égal a 35 ». Tirer
10 boules de I'urne avec remise revient a répéter 10 fois cette épreuve de fagon identique
et indépendante : cela constitue un schéma de Bernoulli. Notons X la variable aléatoire
égale au nombre de boules tirées ayant un numéro supérieur ou égal a 35. Alors, X suit

une loi binomiale % (2—85, 10). Ainsi, comme X prend des valeurs entiéres,

P(E)=P(X >5)=1- P(X <4)~ 0,187

4. L’affirmation 4 est FAUSSE.
L’événement contraire de F est F : « Ne jamais obtenir 6 au cours des 5 lancers ». Par

indépendance des lancers, la probabilité de F' est P(F) = (%)5 donc P(F)=1—(2)° =
4651 4 775
7776 7 1296



EXERCICE 2

Partie A

1. Le discriminant de g(z) est A = (=4)? —4 x 1 x (=12) = 64 donc ce trinéme a deux
racines réelles :

~(=4) - V& ~(=4) + V6
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Comme a =1 > 0, on en déduit le tableau de signe suivant :

x —00 -2 6 +00
signe
de g(x) - i
2. Comme g est une fonction polynéme, lim g(z) = lim 2% = +oo et lim g(z) =
r—+00 r—+00 r—+00

lim 22 = 400 donc |limg = lim g = +o0|.
T——00 400 — 00

Partie B

1. Pour tout réel z, h(z) existe si et seulement si g(z) existe et g(x) # 0. On déduit donc de
la partie A que l’ensemble de définition de h est | Dy = |—o0; —2[U]—2;6[U]6;+o0[ |

2. Comme limg = lim g = +o00, par quotient, lJirmh =limh =0]|

D’apreés le tableau de signe de la partie A, lim2g(x) =0" et ling(x) = 0~ donc, par
T—— T——

T<—2 r>—2
quotient, | lim h(x) = +oo et lim h(z) = —oc0|
T——2 T——2
T<—2 T>—2
R . Y P : — : —
De méme, }jl_)ﬂé g(x) =0 et ll_}ﬂé g(xz) = 0% donc 9101_% h(xz) = —o0 et 9161_% h(z) =400 |.
z<6 z>6 z<6 z>6

On déduit des limites précédentes que I'axe des abscisses est asymptote horizontale a la
courbe de h aux voisinages de —oo et de 400 et que les droites d’équations z = —2 et
x = 6 sont asymptotes verticales a la courbe de h.

3. Comme 'axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe de h, la courbe 3 ne
peut pas convenir.

De plus, aux voisinages de —2 et 6, les limites a droite et a gauche sont différentes donc
la courbe 2 ne peut pas convenir.

La courbe 1, en revanche, peut correspondre a celle de h.

Partie C

. . . . 2 . . .
1. Comme f est une fonction rationnelle, lim f(z) = lim £ = lim zie.|lim f = 4o0]|
T—+00 =400 ¥ T—+00 +o0

Par ailleurs, lirr% 2% — 4 +20 = 16 et lin%x —2=0. De plus, six > 2, x —2 > 0 donc
r— T—

lim x — 2 = 0" donc, par quotient, | lim f(z) = +oo|.
z—2 r—2
>2 >2




2. La fonction f est dérivable sur D car c’est une fonction rationnelle est

(2 —4)(x —2) — (2® — 4z +20) x 1

/
Vee D, fl(x)= =2
22 —dx—4dx +8—2® +4x — 20
- (x —2)
_:v2—4x—12
(z —2)?
donc, | pour tout x € D, f’(a:):ﬂ.
(z —2)°

3. Pour tout = € D, (x —2)% > 0 donc le signe de f’(x) est le signe de g(x). On déduit alors
des résultats de la partie A que f’(x) < 0 pour tout = € ]2;6] et f'(x) > 0 pour tout
x € [6;+00].

4. On déduit des questions précédentes le tableau de variation ci-dessous.

x 2 6 +00
Signe de f(z) — 0 +
+00 +00
Variations
de f
8

5. Dans tout ce qui suit, I'unité de longueur est le centimétre.
Notons V' la fonction définie sur |2 ; 4+o00[ et qui &  associe le volume du jouet.
D’aprés I'énoncé, BF = BL — 2 = 2 — 2 et I'aire de ABCD est 20 donc le volume du pavé
droit ABCDEFGH est 20(x — 2).
Par ailleurs, I'aire de EFGH est égale a celle de ABCD donc EF x FG = 20. Or, ABEF est
un carré donc EF = BF =z — 2. Ainsi, FG = % et, par suite, le volume de IFGJKLMN
est FG x FL x MN = 20 x 2 x 8 = 220,
Ainsi, on en déduit que le volume du jouet est

320 16 (:c—2)2+16
=2 -2 =2 -2 =2 e —
V(z) =20(x )—I—x_2 O{(a: )+x—2] 0 x >
2_4 441 2_4 2
:20><:E x++6:20xx x + 20
r—2 r—2

Le. |V(z) =20f(x)|. Comme 20 > 0, le sens de variation de V' est le méme que celui de
f. On déduit donc de la question 4 que V' est minimale pour x = 6 i.e. le volume du
jouet est le plus petit possible si z = 6 et ce volume est alors V(6) = 20f(6) = 160 soit

160 cm3.



EXERCICE 3

1. a. On suppose que le jour 1 'employé est a I'heure donc .

b. Comme R; est un événement certain, ps = P(Ry) = Pg-(R2) = 1. On a donc l'arbre
ci-dessous :

On en déduit que p3 = P(R3) = % %+%X}L:%+l—36soit pgz%.

c. La probabilité que I’employé ait été en retard le jour 2 sachant qu’il est en retard le
jour 3 est

P (R):P(RQQR:S):P(RQ)PRQ(R;),):ix%:ix@
A P(Rj) P(Rs) T T30 017

ie. | Pry(Re) = 2 ~ 0,12

2. a
1
1_/0Rn+1
Dn \
9
/ 10 Fn sy
1
% 4 Fnt
n\
% Rn+1

b. Soit n € N*. D’aprés 'arbre ci-dessus,

PR mpax Loyt g1 1 (11
Pny1 = n+1) = DPn 10 Pn 4 - 1Opn A 4pn — A A 10

. _ 1 3
SOl | Ppy1 = 7 — 56D |

Entrée : Saisir la valeur de N
Initialisation : P prend la valeur 0
Traitement : Pour K allant de 1 a N — 1
‘ P prend la valeur i — 23_0P
Fin Pour
Sortie : Afficher P



d. Soit n € N*. Alors,

5 1 3 5 1 5 3 3 3 3 20
un = Dn —— = —Dpn— = == — = — n — J— n —

TP T o T T 0P T3 T4 T 23 20 T 92 20" T T2 \ T o2
donc u,4q = —%(pn — %) = —%u )

Ainsi, (un) est une suite géométrique de raison — 230 De plus, son premier terme est

= p1 — 53 soit juy = _2% )
e. On en déduit que, |pour tout n € N*, u,, = _% (_ 30) -1 De plus, pour tout n > 1,
pn=%+undonc pour tout n € N*, pn———%( )

3 : 3\l _ 5
f. Comme —1 < —55 <1, nl_lgloo (—%) = 0 et donc, par somme, nl—l>r—ir-loopn =%

EXERCICE 3 (spécialité)

Partie A. — Calcul des puissances d’une matrice

1. Le déterminant de P est detP = 1 x4 —1x 1 = 3 # 0 donc | P est inversible| et

4 -1
-1 _ 1
pio1 (_1 : ) .
2. A Taide de la calculatrice, on trouve | PDP~! = A|.

3. On considére, pour tout n € N, la proposition P(n) : « A = PD"P~1»
Puisque A° = I et PD°P~! = PI,P~! = PP~! = [,, la proposition P(0) est vraie.
Supposons que P(k) est vraie pour un certain k € N.
Alors, par hypothése de récurrence et grace a la question 2,

AL = AFA = (PD*P~Y(PDP™') = PD*(P~'P)DP™!
= PD*,DP~' = PDFDpP~! = ppktip-1

donc P(k + 1) est vraie.

On a ainsi démontré par récurrence que, |pour tout n € N, A" = PD"P~1|

4. Soit n € N. Comme D est diagonale, D" = (10 (lo)n) = (é g) Dés lors, d’aprés la
4 47L

1/1 1\ /1 0 4 -1
n __ nfl__
were =513 6 1) (4 )
1/11 4 —1
“3\l 4 \-L &
e e
T3\u-24 -1+ L)

4—L 1+ 4
d Ar =1 4 a |
onc 3(4—41”;1 —1—}-41"%1

question 3,




Partie B. — Application a I’étude d’une suite

1. Par définition, uy = gul — iuo =5—- %; Le lug =4

De méme, ug = 2us — fuy = 322 — 1 ie. juz = 3|

2.
Variables : a,b et ¢ sont des nombres réels
i et n sont des nombres entiers naturels supérieurs ou égaux a 2
Initialisation : a prend la valeur 1
b prend la valeur 4
Traitement : Saisir n

Pour 7 allant de 2 de n
c prend la valeur a
a prend la valeur b
b prend la valeur %b — %c
Fin Pour
Sortie : Afficher b

3. a. On considére la proposition Q(n) : « C,, = A"Cy » pour tout n € N,
Comme A° = I, A°Cy = I,Cy = Cy donc Q(0) est vraie.
Supposons que Q(k) est vraie pour un certain k € N.

Alors, A1y = (AAR)Cy = A(ARCy) = ACy,. Or, par définition de (uy,),

5 1 5 1
_ (1 —1z Uk+1) _ f q2Uk+1 — 7UE\ _ [ Uk42) _
ao= (1 o) () = () = (i) = o

donc A*1Cy = Cj41 donc Q(k + 1) est vraie.
pour tout n € N, C,, = A"C) ‘

On a donc démontré par récurrence que,

b. Sachant que Cjy = (ul) = (i), on déduit des questions 4 de la partie A et 3.a de la

Uo
partie B que, pour tout n € N,

d—g 1w V(A1 6-5-1+4

14— —1+:5)\1) 36— 45 -1+ 5
3

15—§ _ 5—%

15 — 2 5— et

Or, pour tout n € N, C), = (U”H) donc, | pour tout n € N, u,, =5 —

n

C, =

Wl Wl

1
gn—1

)"t Comme —1 < 1 <1, lim ($)"'=0

c. PourtoutnEN,un:5—4n%1:5—( I
n—-—+00

1
4

donc, par différence, | lim w, = 5|
n——+0oo

EXERCICE 4
1. Dans la cellule B3, on a entré |=1/(2-B2) | et, dans la cellule C3, on a entré | =C2-+B3|.




2. a. A partir des valeurs du tableau, on peut conjecturer que, pour tout n € N, u,, = Pl

b. Soit la proposition P(n) : « u, = ;%5 » pour n € N.

Puisque ug = 0 = 5%, P(0) est vraie.

Supposons que P(k) est vraie pour un certain k € N.
Alors,
1 1 1 k+1 k+1
U‘k+1 fry — fry & pry D —F g — fry

donc P(k + 1) est vraie.

On a ainsi démontré par récurrence que, |pour tout n € N, u,, = |
c. Ona lim w,= lim 2= lim 1=1 donc|(u,) converge vers 1|
n—-+00 n—s+oo ™ n—-+00

3. 1° méthode. — Soit k € N*. Alors,

1 k1 2%k-1
T T Rr1 2 2kr1)

Or,k}ldonc?k—l}let%k—l—l)>0.Ainsi,uk—%>0don0uk>

On a donc montré que, pour tout k € N*, uy > %

1
3

Dés lors, pour tout n € N*| étant donné que uy = 0,

- - 11 1 n
Sn = Ur = u 2 — — . e _ = —,
Duk =Y u gttty =g
k=0 k=1 < — >
n fois
Ainsi, pour tout n € N*, S, > Z. Or, lim § = 400 donc, d’aprés le théoréme de

n—-+4o0o

comparaison, hIE S, = 400 et donc | (S,,) diverge|.
n—-+0oo

2ieme méthode. — Supposons, par 'absurde, que (S,,) converge vers un réel £. Alors, (S,11)
converge aussi vers ¢ donc, par différence, (S,11 — S,) converge vers £ — ¢ = 0. Or, pour

tout n € N, S,11 — S, = typ1. Ainsi, lim w,; = 0. Ceci est absurde car (u,,) converge
n—-+oo

vers 1 donc (u,41) converge aussi vers 1. Ainsi, | (S,,) diverge|.




