Corrigé du baccaleauréat blanc 2017

EXERCICE 1 5 points
Partie A

1. Méme si ce n’est pas demandé, on peut faire un arbre pour représenter la situation, en appelant
p la probabilité de V sachant B.

/ \V
\ /
\pv

On cherche P(VNA). Or,

P(VNA) = P(A)Py(V) = 0,6 x 0,98

done| P(VNA) = 0,588 |
2. a. D’aprés la formule des probabilité totales, P(V) = P(ANV)+ P(BNV) donc P(BNV) =
P(BNV)— P(ANV) = 0,96 — 0,588 soit | P(BNV) = 0,372}

b. La probabilité que la figurine choisie soit vendable sachant qu’elle provient de la machine 2

est

P(BNV) 0372 0372

Pa(V) = P(B) 1-P(A) 04

donc | P3(V) = 0,93

3. Sur 'arbre p = Pg(V) = 0,93 donc Pg(V) = 1 — p = 0,07. Dés lors, la probabilité qu'une piéce

provienne de la machine 2 sachant qu’elle n’est pas vendable est

P(BNV) P(B)Ps(V) 04x0,07

BB ==& = 1oV~ 1-096

=0,7

donc |le technicien a raison ‘

Partie B

1
1. a. Prélever au hasard une figure constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre 0 (puisqu’il

y a 10 couleurs équiprobables) en prenant comme succés S : « obtenir une figurine noire ».
Prélever 20 figurines dans la production en assimilant cela & des tirages avec remise revient a
répéter 20 fois de maniére indépendante cette méme épreuve de Bernoulli : cela constitue
un schéma de Bernoulli. On en déduit que la variable aléatoire X qui compte le nombre de

1
succes suit une loi binomiale B (20, 10).

b. A T'aide de la calculatrice, on trouve ‘P(X =5) =~ 0,032 ‘

9 20
c. La probabilité que le sachet ne contiennent aucun figurine noire est P(X = 0) = (10)

donc la probabilité que le sachet contienne au moins une figurine de couleur noire est

20
P(X>1)=1-P(X=0)=1— (190> soit | P(X > 1) ~ 0,878




2. Supposons que les sachets contiennent n figurines ot n € N*. La probabilité qu'un sachet

n
contienne au moins une figurine noire est, comme précédemment, 1 — <10> . On cherche donc

91\" 91\"
le plus petit entier n tel que 1 — <10> > 0,99 ce qui équivaut a <10) <1-0,99 = 0,01.
9
10
gz = 0,0108 > 0,01 et ugq ~ 0,0097 < 0,01. Ainsi, I'entier n cherché est [n = 44].

n
En programmant sur la calculatrice la suite (u,) définie par u, = > , on trouve que

EXERCICE 2 5 points
Partie A. — Etude d’une fonction auxiliaire g
1. lim e*=0et lim 2x—5= —oo donc, par somme, |limg = —oo | De méme, lim e* =400
T—>—00 T——00 —00 T—+00

et lim 2z —5 = 400 donc, par somme, |limg = 400 |.
T—+00 +oo

2. La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et, pour tout z € R,

g'(z) = 2e”+2. Or, pour toutx € R, e® > 0 donc ¢'(z) > 0. Ainsi, | g est strictement croissante sur R |.

On aboutit donc au tableau de variation suivant :

x —00 +00
Signe
de ¢/ (z) i
+o0
Variation
de g
—0

3. La fonction g est continue car dérivable et strictement croissante sur R. De plus, 0 € ] limg; l&m g
—0o0 o0

donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « tel que
g(a) = 0. Comme ¢(0,627) ~ —0,002 < 0 et g(0,628) ~ 0,004 > 0, on a bien \ 0,627 < a < 0,628 \

4. Comme g est strictement croissante sur R et comme g(a) = 0, g(z) < 0 pour tout x € |—00; ]
et g(z) = 0 pour tout x € [a; +00.

Partie B. — Etude d’une fonction f

T

1. D’une part, lim 2z—3 = —oo et, d’autre part, comme lim e® = 0T, par quotient, lim e % =
Tr——00 T——00 T—r—00
1
lim — =+4ocodonc lim 1—e * = —o0. Par produit, on en déduit que |lim f = 400 |.
z——o00 eT T——00 —00

1
De méme, lim 2x—3 = +ooet, comme lim e* = 400, par quotient, lim e = lim — =

T—+00 T—400 T—+00 z——+o00 et

0 donc lim 1—e™® = 1. Par produit, on en déduit que |lim f = +o0 |.
T—>+00 +oo

2. La fonction f est dérivable sur R par produit, somme et composée de fonctions dérivables sur R
et, pour tout réel z,

fl@)=201-e")+ 2x - 3)(—(—e ™) =2—2e" " +2ze " —3e "~
2z —5

=2+ 2z —-5)e =2+ =

2% 4225
===




g9(z)

donc on a bien, | pour tout réel z, f'(x) =

Comme e* > 0 pour tout réel z, le signe de f’(x) est le signe de g(x). On déduit donc de la
question A.4. que f'(z) < O0siz €]—o0;a] et f'(z) > 0six € [a;+oo[. On conclut donc que

la fonction ‘ f est décroissante sur |—oo; a] et croissante sur [a; +00] ‘

20 — 5 1 2
3. Par définition, g(a) = 0 donc 2e* +2a — 5 =0 i.e. e* = — a donce ™= — = —
e 200 — 5
Par suite,
2 20 =5+ 2 2a0 =3
=(2a-3)(1—e %) =(2a-3) (1 =20-3) | ————— ) = (203
o) = (2a-3) (1= ) = (a=3) (14 5.2 ) = 2a-3) (257057 = 2a-gio
(2a — 3)?
d "2
onc | f(«) 5o 5

4. D’aprés la question précédente, f(a) = h(a). Or, on a vu dans la question A.3. que 0,627 <

a < 0,628 donc, comme tous ces nombres sont inférieurs a > par croissante de la fonction h

sur } —00; g [, h(0,627) < h(a) < h(0,628). Or, h(0,627) ~ —0,814 et h(0,628) ~ —0,812 donc

—0,82 < h(a) < —0,81 i.e. \ —0,82 < f(a) < —0,81 \

EXERCICE 3 5 points
1. FAUSSE
in(2 in(2 in(X in X
Pour tout z # 0, @ =1+ M Or, en posant X = 2z alors sin(2z) = Sm)(( ) = 251n .
T T x 5 X
in(X in(X
Comme lim X = 0 et, par théoréme, lim sin(X) = 1, par composition, lim sin(X) = 1. Ainsi,
z—0 X—=0 z—0
in(2
lim sin(2z) = 2 et donc, par somme, lim @ =3.
z—0 xT z—0 X
2. VRAIE

Les fonctions g et h sont dérivables sur R par produit et composée de fonctions dérivables. De
plus, pour tout réel x,

g () = 2cos(2x) + 2z x 2 x (—sin(2z)) = 2 cos(2z) — 4z sin(2z)

“ h'(z) = 2 cos(2x)
Deés lors, ¢’ (g) = 2cos(m) —2wsin(mw) = —2 et <g) = 2cos(m) = —2. Ainsi, ¢’ <g) =hn (g)

donc les deux tangentes évoquées sont bien paralléles puisqu’elles ont le méme coefficient directeur.
3. VRAIE
L’équation — cos? () + cos(x) = 0 équivaut a cos(z) [1 — cos(z)] = 0 ce qui équivaut a cos(x) = 0
ou 1 — cos(xz) = 0. Or, sur [0;7], 'équation cos(x) = 0 a une unique solution qui est g et
I’équation 1 — cos(z) = 0 i.e. cos(x) = 1 a une unique solution qui est 0. On conclut donc que
sur [0; 7], I'équation — cos?(x) + cos(z) = 0 admet exactement deux solutions.
4. VRAIE
Les droites (AC) et (BD) sont les diagonales du carré ABCD donc elles sont perpendiculaires. Par

ailleurs, la droite (DH) est perpendiculaire aux deux droites (DA) et (DC) qui sont deux droites
sécantes du plan (ABCD) donc (DH) est orthogonale & ce plan. Elle est donc orthogonale a toute



droite de ce plan et en particulier (DH) est orthogonale & (AC). Ainsi, (AC) est orthogonale a
(BD) et a (DH) qui sont deux droites sécantes du plan (BDH) donc (AC) est orthgonale au plan

(BDH).
5. VRAIE
Soit z un complexe différent de —i. On écrit z = x + iy sous forme algébrique. Alors,
gttty ztly (e tiy)e—ily+1))
r+iy+i  x+i(y+1) 2?4 (y+1)2
o —ix(y+ 1) +iyz +y(y + 1)
N 22+ (y+1)2
B 2 +y?+y+i(—2y — 2+ yx)
B 2%+ (y + 1)2
?2+yi+y —

+1
2+ (y+1)2 22+ (y+1)°
Ainsi,

ZeiReRe(Z) =0«

Payty [P ry=0 _ [@-02+ (- (-5) = (3)
22+ (y + 1)2 224+ (y+1)2#0 (z;y) # (0;-1) '

Ainsi, & est le cercle de centre €2 (0 ; f%) et de rayon % privé de A.

EXERCICE 4 5 points
g I V2
l. 4y = —— = — soit |ug = — |
1+ u% 2 2

2.

Traitement : Pour K variant de 1 & N

Affecter a U la valeur

U
V14 U?
Fin de Pour

Affecter a T la valeur UyN

3. a. La fonction f est dérivable sur [0;1] comme composée de fonctions dérivables et, pour tout

x € [0;1],
2
. 1+x2_x 27 <\/1+$2> —,7}2
f/(x): 2m — m _ 1+CC2—ZI?2
( Tr:ﬂ)z (1+22) V1+22(1+2?)
donc | f'(z) = !
! (1421422

b. On déduit de la question précédente que, pour tout x € [0;1], f'(x) > 0 donc f est strictement
croissante sur [0;1]. On aboutit donc au tableau suivant.



T 0 1
Signe
de f'(x) i
2
Variation \2[
de f /////////
0

4. a. Soit la proposition P, : « 0 < upy1 < uy < 1» pour tout n € N. Comme ug =1 et up = 72,
on a bien 0 < u; < up < 1 donc Py est vraie.
Supposons que Py est vraie pour un certain k£ € N.
Alors, 0 < ugy1 < ug < 1 done, comme la fonction f est strictement croissante sur [0;1],

V2

2
f(0) < fugs1) < flur) < f(1)ie 0 < uppo < upy1 < \2[ Comme > < 1, on a également
0 <upgo <uper <L

Ainsi, Py est vraie et on a démontré par récurrence que, ‘ pour tout n € N, 0 < upy1 < up <1 ‘

b. On déduit de la question précédente que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc,

d’aprés le théoréme des suites monotones,

5. a. Soit n € N. Alors,

(uy,) est convergente ‘

11 1 11 1 14+d? 1 14ul-1
UntlUn = e e S e e T e T T e s b
n+1 n Up, n n n n n n
— 2
( At u%) 1+ uj,

1
u(z)_l2

Ainsi, | (v,) est une suite arithmétique de raison 1| Son premier terme est vy =

soit .

b. Il s’ensuit que, pour tout n € N, v, = vg+mn x 1 =n+ 1. De plus, pour tout n € N, vn—

donc u2 = — et comme u, est positif d’apres la question 4.a., u, = 4 / = 4 /

1
vn+1]

c. lim n+1=4ccet lim +X = 4oo donc, par composition, lirf vn+1=4oc0. En
n——+0oo

n—+o0o X—4o00

pour tout n € N, u,, =

assant a 'inverse, | lim wu, = 0|
) n
n—+400

Pour tout n € N, ¢, = vn = n.Or, m —— = lim 2= lim 1=1
vn+1 n+1 n—+oon + 1 n—+oo N n—-+00

et, par continuité de la racine carrée en 1, )l(iml VX = /1 = 1 donc, par composition,
_>

lim " _tie| Lm &, =1
n—+oco \/ n+ 1 n—-—+o00
EXERCICE 4 (spécialité) 5 points

1. dy = PGCD(ug,v9) = PGCD(1,0) = 1 car le seul diviseur positif de 1 est 1. Ainsi, .
2.



Traitement : Pour K variant de 1 & N
Affecter & W la valeur U
Affecter & U la valeur 2W-+V
Affecter a V la valeur 3SW-+4V
Fin de Pour

3. Les divisions successives sont

2343 =2 x 782+ 779
782 =1xT779+4+3
779 =259 x 3+ 2

3=1x2+
donc, d’aprés 'algorithme d’Euclide, .

4. Soit n € N. Alors, d,, divise u,, et v, donc d,, divise toutes combinaisons linéaires de u,, et v,.
En particulier, d,, divise 2u,, + v, et 3u, + 4v, i.e. d, divise upy1 et vy41. Par propriété, on en
déduit que d,, divise PGCD (uy 41, Up41) i-€. ‘dn divise dj, 11 ‘

5. a. Soit la proposition P, : « 3u,, — v, = 3 » pour tout n € N,
Comme 3ug —vg =3 x 1 — 0 =3, Py est vraie.
Supposons que Py soit vraie pour un certain k € N.
Alors, 3ugy1 — vgr1 = 3(2ug + vi) — (Bug + 4vg) = 3ug — v = 3 par hypothése de récurrence.
Ainsi, P41 est vraie et on a démontré par récurrence que, ’pour tout n € N, 3up, — v, = 3|

b. Soit n € N. Alors, d, divise u,, et d,, divise v,, donc d,, divise toute combinaison linéaire de
Uy, et v,. En particulier, d,, divise 3u,, — v, i.e. d,, divise 3. Comme d,, > 0, on en déduit que

9]

6. a. Soit n € N. Alors,
De _ (uny1) _ 2uy, + vy, _ 2 1 Up,
il Un1 3u, + 4vy, 3 4) \v,

donc X,,+1 = AX,, en posant | A = <§ i) )

b. Le déterminant de A est det A =2 x4 —3 x 1 =5 % 0 donc A est inversible et

14 -1
,1_7
A _5<3 2)'

c. Soit n € N. Alors, X,,;1 = AX,, donc, comme A est inversible, X,, = A71X,,, ;. Ainsi,
X, — 1 4 -1 Un+1\ _ 1 dupy1 — Unga
" 5\-3 2 Unt1 5 \—3uUpt1 + 20p41/)

1 1
Ainsi, u, = g(4un+1 — Upt1) et vy, = 5(—3un+1 + 2vp41). On en déduit que

OUp = 4Upy1 — Unt1
SV = —3Unt1 + 2041




d. Soit n € N. Alors, dy41 divise up41 et vy41 donc dy41 divise toute combinaison linéaire de
Up+1 €t vpy1. En particulier, dy, 11 divise 4up41 —vpy1 et —3Upt1 + 2041 i€ dpyr divise duy,
et 5uy,. Par propriété, on en déduit que dy,; divise PGCD(5uy,, 5vy,) = 5PGCD(uy,, vy,) = 5d,,.
De plus, d’aprés la question 5.b., d,41 € {1,3} donc d,4+1 est premier avec 5. D’aprés le

théoréme de Gauss, on conclut que ‘dn_i_l divise d, ‘

7. On a démontré que, pour tout n € N, d,, divise d,+1 et d,41 divise d,, donc, comme d,, > 0 et
dp+1 > 0, on conclut que d,, = dj,41. Ainsi, la suite (d,) est constante. Or, dy = 1 done, pour tout

n € N, d, = 1. On a donc démontré que, ‘pour tout n € N, u,, et v, sont premiers entre eux |.

8. Soit n € N. Il découle de la question 5.a. que, pour tout n € N, v, = 3(u,, — 1) donc, comme
uy, — 1 est entier, 3 divise v,. Or, u, et v, sont premiers entre eux donc ils n’ont pas de diviseurs
communs positifs autre 1. Ainsi, 3 ne divise pas u,.

On conclut qu'’il n’existe pas d’entier n tel que u, soit un multiple de 3.




